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Motywacja:
geometria zespolona



X — zwarta rozmaito$é zespolona

PyYTANIE
Jakie sa naturalne ograniczenia na topologie X?

» dim X =24
» dualnosé¢ Poincaré: H"(X, Q) ~ H* (X, Q)Y
» klasy charakterystyczne (Wu, Massey, Borel-Serre)

PRZYKEAD — STRUKTURY ZESPOLONE NA SFERACH

Czy sfera s dopuszcza strukture zespolona?
> S? tak
> S*nie, S (d > 3) nie (korzystajac z klas charakterystycznych)
» S° problem otwarty



X — rozmaito$¢ rzutowa (3 holomorficzne X < CPN)
lub ogolniej kdhlerowska (3 kompatybilna forma symplektyczna w)

» H¥(X,Q)#0dlai<d (bo [w!+0) = S°odpada
» rozklad (struktura) Hodge’a:

H'(X,Q)®C = H'(X,C) = (P HI(X,Q)),
p+q=n
gdzie id ® (z = z) zamienia (p,q) < (q,p)

= dim H"(X, Q) parzyste gdy n nieparzyste

PrzyxkeADp — PowierzcuNIA HoPFA
X =(C*\(0,0))/g%, 0<lgl<1
X=8'x$ = dimH'=1 = nie jest kdhlerowska

» ciezkie tw. Lefschetza, dwuliniowe zaleznos$ci Riemanna

» ograniczenia na 711(X) ~> grupy kdhlerowskie



SLOGAN: «THE UNREASONABLE EFFECTIVENESS OF ALGEBRAIC
ToroLoGY IN ALGEBRAIC GEOMETRY »

Niezmienniki topologiczne (H"(X), 71(X), .. .) maja dodatkowa
strukture (str. Hodge’a, dziatanie Galois), ktéra koduje geometryczne
informagje.

Przyklady:

» twierdzenia typu Torelliego:
czesto H*(X) wraz ze struktura Hodge’a , pamieta” X

» hipotezy Hodge’a i Tate’a: H*(X) ,pamieta” cykle algebraiczne
» program Langlandsa (kohomologie rozmaito$ci Shimury)



CEL WYKLADU

Pokazag¢, jak mozna stosowac metody topologii algebraicznej w dwu
kontekstach:

(a) rozmaitosci algebraicznych nad dowolnym cialem

(b) niearchimedesowych rozmaitosci zespolonych

Motywacja:
(a) arytmetyka, teoria liczb
(b) topologia degeneracji, matematyczne aspekty teorii strun

PyTANIE
Czym jest typ homotopii X w kontekstach (a) i (b)?



Etalna teoria homotopii



X —rozmaitos$¢ algebraiczna nad ciatem k (k=Q,F,QyR,...)

Jedli k € C, mozemy stosowaé metody topologii algebraicznej do X(C)

Problemy z tym podej$ciem:
(1) typ homotopii X(C) moze zaleze¢ od zanurzenia k — C!
(2) brak dziatania grupy Galois!

(3) co z ciatami, ktore nie zanurzaja sie w C, np. k 2 F,?

Potrzeba algebraicznie zdefiniowanego typu homotopii X!
~>  etalny typ homotopii (Artin-Mazur)



Konstrukcja etalnego typu homotopii I1¢ (X): INTUICJA!

(1) pojecie pokrycia etalnego Y — X Y=]]U,X=UU;

2) nerw Cecha: Yo > X, Y,=YXx---XxY Y,= Hu,n---nu;,
~—_—————
n+1

(3) mo(Y.) zbidr symplicjalny {Go, ..., in) [U;; N -0 U;, # 0}

In

,granica” mp(Y.) po wszystkich
ETaLNY TYP HOMOTOPIL:  T18(X) := pokryciach etalnych Y — X

(pro-obiekt w kategorii homotopii)



Wlasnosci etalnego typu homotopii IT¢/(X):

> H'(I18(X), Z/nZ) ~ H: (X, Z/nZ) kohomologie etale

» 11 (I18(X)) = n'it(X) etalna grupa podstawowa

» gdy k = C, [1¢(X) to proskoniczone uzupetnienie X(C)

» gdy k 2 F,, IT&(X) jest duzo bardziej tajemnicze...



Patologie etalnej homotopii w dodatniej charakterystyce (k 2 F,)

(1) Prosta afiniczna Al nie jest jednospéjna (t(Al) # 1)!
X jest] PoJ 1 Ay
Przyklad: nakrycie Artina—Schreiera:

f@)=x-2: Al — Al f)=1-p =1

(2) m$'(A}) nie jest topologicznie skoriczenie generowana oraz
(A7) # mS(AY) X TTH(AY)
(3) (Raynaup 1994) Kazda grupa skoriczona G bez nietrywialnych

ilorazéw rzedu niepodzielnego przez p jest ilorazem n'it(A}()!

(4) (HorscuBacH-ScHMIDT-STIX 2013) Nie istnieja ,$ciagalne”
rozmaitosci nad k inne niz punkt!



Twierdzenie (A. 2016)

Etalny typ homotopii dowolnej rozmaitosci afinicznej nad ciatem
charakterystyki dodatniej jest przestrzenia K(r, 1).

PrzesTRZEN K(7, 1) to przestrzen, ktorej grupy homotopii 71;(X) = 0 dla
i > 1. Jej typ homotopii jest jednoznacznie wyznaczony przez 1 (X).

Slogan: zrozumie¢ typ homotopii X to to samo, co zrozumie¢ 7§'(X)

PROBLEM OTWARTY

Niech k bedzie ciatem doskonatym charakterystyki dodatniej. Czy
grupa nl(Ai) wyznacza jednoznacznie k?



|||

Niearchimedesowa
geometria zespolona



C(t) = {.Z”>>—°° at"|a, € C} cialo formalnych szeregéw Laurenta
Ifl =27 min(|a, #0} norma niearchimedesowa

,,DEFINICJA” ROZMAITOSCI NIEARCHIMEDESOWE]
(1) polidysk B", na ktérym ,funkcje holomorficzne” to algebra Tate’a:

Ty = C(O)xy, .., xa) = { ) bixd € C(O)x, ..., 2] | by — O

(2) przestrzen affinoidalna V ={f; =...=f, =0} C B", gdzief; € T,,
P g

(3) rozmaitosé¢ niearchimedesowa X nad C((t)) powstaje przez
(umiejetne) klejenie przestrzeni affinoidalnych

Jezeli zamienimy powyzej C((#) na C[[t]], dostaniemy pojecie schematu
formalnego X nad C[t]. Jego , widkno ogélne” X = X ® C(t)) jest
rozmaito$cia niearchimedesowa. Taki X nazwiemy modelem X.



X — zwarta gladka rozmaito$¢ niearchimedesowa nad C((t))

Pytanie
Czy mozna X przypisac¢ naturalny typ homotopii rozmaitosci
topologicznej?

» motywacja (D. Treumann): symetria lustrzana, topologiczna
zespolona K-teoria par lustrzanych

Twierdzenie (A.-Tarro 2019)

Istnieje funktor W z kategorii gladkich rozmaitosci
niearchimedesowych nad C(t) do kategorii homotopii, o
nastepujacych wilasnosciach:

(@) W(X) jest rozmaito$cia topologiczna

(b) istnieje naturalny operator monodromii T: W(X) — W(X)
(c) dim H*(W(X), Q) = dim H} (X)

(d) ..



Konstrukcja typu homotopii W(X):

(1) korzystajac z rozwiazania osobliwosci, znalez¢ model X o
mozliwie dobrych osobliwosciach (,,model semistabilny”)

(2) wyposazamy zdegenerowane widkno szczegélne Xy, w naturalna
,strukture logarytmiczna”, ktéra pozwala udawag, ze jest gladkie

(3) bierzemy , przestrzen Kato-Nakayamy”
Y(X) := (%0)log/
ktéra ,wkleja z powrotem cykle znikajace”

widékno widékno przestrzen

ogoblne model szczegblne Kato-Nakayamy
|

C(®) Clt1 C St

Niezalezno$¢ od wyboru modelu X: stabe twierdzenie o faktoryzacji
(Wlodarczyk) w wersji Abramovicha i Temkina + bezposrednia analiza



Przyklad. Krzywa ELIPTYCZNA DWORKA

X={tX+Y+2Z%=XYZ) c PZC((t))
X=X+ Y +Z°)=XYZ ) S Py
X =1{0=XYZ) C P

Xo,log R Xo




X — zwarta gladka rozmaito$¢ niearchimedesowa nad C(t))

PyTAaNIE
Jaki jest niearchimedesowy odpowiednik warunku kidhlerowskosci?

» Mozliwa odpowiedz (Li 2018): X ma rzutowa redukcje, tj. posiada
model X taki, ze Xy jest rzutowe

Hipoteza (Hansen—L1 2018)

Jezeli X ma rzutowa redukgcje, to spelnia symetrie Hodge’a:
dim H (X, Q%) = dim HY(X, Q}),

w szczegoblnosci dim H"(W(X), Q) jest parzyste dla n nieparzystego.

Przyklad. Niearchimedesowa powierzchnia Hopfa: W(X) = S! x S8,
wiec nie powinna mie¢ rzutowej redukgji (i nie ma).
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René Magritte Glos przestrzeni (La voix des airs), 1931, olej na ptétnie, Zrédto: https://www.guggenheim.org/artwork/2593
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